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2)( xxf =  

基礎微積分 

 

壹●前言 

 

F﹣t圖下的面積為衝量 j，F﹣S圖下的面積為所作之功W。 

例如

 

其中就算如中圖、右圖，須求變力功，但其圖形仍為規則的三角形、梯形，由小學學過

的公式便可求得其面積。如果像下面的圖，Ｆ為Ｓ之二次函數、正（餘）弦函數……甚

至是高次函數等的面積又該怎麼辦呢？這挑起了我的研究動機。 

 

 

  

 

 

貳●正文 

 

ㄧ、極限的概念 

 

01. 定義 

 

設 f(x)為一函數，若 x趨近定值 a時，如果 f(x)會趨近一定數Ａ時，稱Ａ為 f(x)在 x=a之

極限。以記號 Axf
ax

=
→

)(lim 表示。 

 

02.極限的連續 

 

Ａ.連續函數 

 

a. 若函數 f滿足○1 f(a)有意義○2 )(lim xf
ax→

存在○3 )(lim xf
ax→

＝f(a)，稱 f在 x＝a處連續。 

F F 
F 

S S 
S 

長方形面積＝ 
長×寬 

三角形面積＝ 
(底×高)÷2 

梯形面積＝ 
(上底＋下底)×高÷2 

Sin x 

 X 
1 

-1 
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b. 函數 f在定義域中每一點均為連續，則稱 f為連續函數。 

 

亦即是：極限存在──左極限（ )(lim xf
ax −→

）＝右極限（ )(lim xf
ax +→

） 

又當左極限（ )(lim xf
ax −→

）＝右極限（ )(lim xf
ax +→

）＝值帶入（f(a)）時稱為連續。 

 

二、導數 

 

01. 何謂導數 

 

又稱前導數，可用來預測函數值的變化情形。 

比如：速度是位移的導數，加速度是速度的導數。 

 

02. 導數的定義 

 

Ａ.設 f(x)為一函數，則 f`(a)＝
ax

afxf
ax −

−
→

)()(lim ＝
h

afhaf
h

)()(lim
0

−+
→

稱為 f(x)在 

x＝a之導數，此時稱 f(x)在 x＝a可微分，又對任何函數 f(x)，我們稱 f`(x)為 f(x)之導函

數。 

Ｂ.導函數 f`(x)＝
xhx

xfhxf
h −+

−+
→ )(

)()(lim
0

＝
x

xfhxf
h

)()(lim
0

−+
→

 

C.例如 

      

 

s(m) 

t(sec) 

v(m/s) 

t(sec) 

)/( 2sma  

t(sec) 

三次曲線 

二次曲線 

一次線性 

f(x) 

x 

x 

)(' xf  

)('' xf  

x 

二次曲線 

一次線性 

常數 
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三、基本微分 

 

01. 冪函數的微分 

 

Ａ.設 n 為正整數，則
dx
dx n

＝nx 1−n  

B.若 c為一常數，則
dx
dc
＝０ 

Ｃ.若 n為正整數，則
dx

xd n

＝
n nxn 1

1
−
（或

dx
dx n

1

＝
111 −

nx
n

） 

由Ａ、B、C可知，設 r∈Q則
dx
dx r

＝r x 1−r （事實上 r∈R均成立）。 

 

02. 四則運算 

 

Ａ.若 f(x)與 g(x)是可微分的函數，則 f(x)+g(x)也是可微分的函數，而且 

dx
d
（f(x)+g(x)）＝

dx
xdg

dx
xdf )()(

+  

B.設 f(x) 是一個可微分的函數，而 c是一個常數，則 

))(( xcf
dx
d

＝c
dx

xdf )(
 

C. 若 f(x)與 g(x)是可微分的函數，則 

))()(( xgxf
dx
d

− ＝
dx

xdg
dx

xdf )()(
−  

D. 若 f(x)與 g(x)是可微分的函數，則 

))()(( xgxf
dx
d

＝f(x)(
dx

xdg )(
)+（ )())( xg

dx
xdf

 

E. 若 f(x)與 g(x)是可微分的函數，則 

dx
d
（

)(
)(

xg
xf
）＝ 2))((

)()()()(

xg
dx

xdgxf
dx

xdfxg −
 

 

03. 合成函數的微分 

 

若 f(x)與 g(y)都是可微分的函數，則合成函數 g。f也是可微分的函數。而且 

dx
d
（（g。f）（x））＝

dy
ydg )(
，y＝f(x)

dx
xdf )(
，或寫成：（g。f）`(x)＝g`(f(x)) 
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四、繪圖 

 

01. 極值與增減 

 

Ａ.微分就是求圖形的瞬間變化率（
ax

afxf
ax −

−
→

)()(lim ），所以當 x＞a時 

a.若 f(x)＞f(a)，即表原函數遞增，即 f`(x)＞０ 

比如： 

 

b.若 f(x)＜f(a)，即表原函數遞減，即 f`(x)＜０ 

比如： 

 

c.若 f(x)＝f(a)，即 f`(x)＝０時，表 f(x)在 x＝a時有極值 

比如： 

 

 

02. 極值可能發生處： 

 

A. 滿足 f`(a)＝0之點 a（峰點、谷點） 

B. f(x)不可微分之點（尖點） 

C. f(x)定義域之端點（端點） 

 

03. 凹狀 

 

Ａ.凹口向上或凹口向下 

 

對於可微分的函數 f(x)而言，假定動點 P沿著 y＝f(x)的圖形向右移動，若在點（a,f(a)）

附近，Ｐ點的移動方向保持在做左轉彎，我們就說 f(x)在 x＝a處開口向上；若在點（a,f(a)）

附近，Ｐ點的移動方向保持在做右轉彎，我們就說 f(x)在 x＝a處開口向下。 

由另一方面來說，即是：在這條曲線上相近的兩點連線，為一弦，若此弦在圖形之上方，

則稱凹口向上（f(x)在此附近遞增）；若此弦在圖形之下方，則稱凹口向下（f(x)在此附

近遞減）。 

 

Ｂ.判斷凹口向上或凹口向下之方法 
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a. x＝a時凹口向上⇔Ｐ沿曲線 y＝f(x)運動時在（a,f(a)）左轉彎⇔在(a,f(a))之切線

斜率隨 a之增加而增加⇔ f`(x)在 x＝a附近為增函數⇔ f``(a)＞0 

b. x＝a時凹口向下⇔ f``(a)＜0（理由同上） 

 

C.反曲點（拐點） 

 

a. 若在 a的附近，x＜a時 f(x)的凹向與 x＞a時 f(x)的凹向相反，則(a,f(a))稱為是函數 f(x)

的一個反曲點或拐點。 

b. F``(a)＝0，則在 x＝a處為反區點。 

 

f(x)：反曲點⇒ f`(x)：極大/小點（水平切線，不一定為極點）⇒ f``(x)：0 

 

04. 漸近線 

 

Ａ.定義 

假設Γ為一曲線，而 L為一直線，若動點 P沿著曲線Γ的任一方向趨向無窮遠時，Ｐ點
至直線Ｌ的距離跟著趨近０（即：Γ向Ｌ趨近，但不會超過Ｌ），則稱直線Ｌ是曲線Γ的
一條漸近線。 

 

其中又可分為鉛直漸近線、水平漸近線及斜漸近線。 

 

Ｂ.定理 

 

設 f(x)為一函數，則直線 y＝ax+b是曲線 y=f(x)之漸近線的充要條件是 

a＝
x
xf

x

)(lim
∞→

，b＝ ))((lim axxf
x

−
∞→

或是 a＝
x
xf

x

)(lim
−∞→

，b＝ ))((lim axxf
x

−
−∞→

 

pf：1.設 y＝ax+b為 y＝f(x)之漸近線 

  ⇒
1

)(
lim

2 +

−−
∞→ a

baxxf
x

＝０或⇒
1

)(
lim

2 +

−−
−∞→ a

baxxf
x

＝０ 

  baxxf
x

−−⇒
∞→

)(lim ＝０或 baxxf
x

−−
−∞→

)(lim ＝０ 

  2.因 x ±∞→ x∴ ＞1 

    baxxf
b
xa

x
xf

−−≤−−≤⇒ )(
)(

0  

    baxxf
x
ba

x
xf

xx
−−≤−≤⇒

−∞→∞→
)(lim

)(
lim0  

         (或 −∞→x )    (或 ∞→x ) 
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  但 baxxf
x

−−
±∞→

)(lim ＝０ 

   ⇒
x
ba

x
xf

x
−−

∞→

)(
lim ＝０ ))((lim

x
ba

x
xf

x
−−⇒

∞→
＝０ 

   (或 −∞→x )         (或 −∞→x ) 

  a
a
xf

x
−⇒

∞→

)(lim ＝０
a
xf

x

)(lim
∞→

⇒ ＝ a  

   (或 −∞→x )      (或 −∞→x ) 

  3.又 baxxf
x

−−
±∞→

)(lim ＝０⇒ ))((lim baxxf
x

−−
±∞→

＝０ ))((lim axxf
x

−⇒
±∞→

＝b 

 

05. 繪圖 

 

Ａ.極值可能發生處 

 

a. 滿足 f`(a)＝0之點 a（峰點、谷點） 

b. f(x)不可微分之點（尖點） 

c. f(x)定義域之端點 

 

B.繪圖 

 

a. 預測趨勢（ ±∞→x ， →y ？） 

b. 找漸近線 

c. 求極值，了解遞增、遞減 

d. 了解凹口向上或凹口向下及反曲點 

e. 描點 

 

六、基本積分 

 

01. 基本圖形之面積 

 

Ａ.矩形面積＝長×寬 

Ｂ.平行四邊形面積＝底×高 

Ｃ.三角形面積＝
2
1
（底×高） 

Ｄ.梯形面積
2
1
（上底＋下底）×高 
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x ax =  bx =  

)(xfy =  

)(xfy =  

bx =  ax =  x 

Ｅ.Ａ(x 1 ,y 1 )、B(x 2 ,y 2 )、C(x 3 ,y 3 )，則∆ＡＢＣ＝
2
1

1
1
1

33

22

11

yx
yx
yx

 

F.a ∆ ABC＝
2
1

ab Csin ＝
2
1

bc Asin ＝
2
1

ca Bsin ＝ ))()(( cSbSaSS −−−  

（其中 AB＝c，BC＝a，CA＝b，S＝
2
1

(a+b+c)） 

G.OA＝ a，OB＝b，則 a ∆ ABC＝
2
1 2

22
)( baba ⋅−  

 

02. 曲線圍成面積： 

 

邊界含多區線之面積求法： 

使用「分割」及「逼近」求面積 

 

○1 將(a,0)與(b,0)間之線段分成 n

個長條，每條寬
n

ab −
。 

 

○2 作它的下矩形與上矩形，設上

矩形每個高依次為 1M 2M ……

nM ，上和以 nU 表之，下矩形每個
高依次為 1m 2m …… nm ，下和以

nL 表之。 

【註】m i其實就是函數 f(x)在閉

區間 



 −

+
−−

+
n

abia
n

abia )(
,

))(1(

上的絕對極小值，Ｍ i是 f(x)在這
個閉區間上的絕對極大值。 
 
○3 由上求出 

nL ≤區域Ｓ面積≤ nU 。 
 

 若 nn
L

∞→
lim ＝ nn

U
∞→

lim ＝α ⇒Ｓ面積＝ nn
L

∞→
lim ＝ nn

U
∞→

lim ＝α。 

 
03. 無窮數列的極限 
 
Ａ.設＜ na ＞為一數列，當趨近於無限大時，若之值趨近於某ㄧ定值α（實數或虛數皆
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可），則稱作數列＜ na ＞有α的極限，記為 α=
∞→ nn

alim 或 α→na ，當 ∞→n 。 

B.收斂數列：若ㄧ個數列有極限，則我們稱之為收斂數列。 
發散數列：若ㄧ個數列無極限、則我們稱之為發散數列。 

C.設＜ na ＞與＜ nb ＞均為收斂數列，且 aann
=

∞→
lim ， bbnn

=
∞→

lim 則 

 
a.數列＜ nn ba + ＞也是收斂數列，其極限為 ba + ，即 

baba nnn
+=+

∞→
)(lim ＝ nn

a
∞→

lim + nn
b

∞→
lim  

b.數列＜ nn ba − ＞也是收斂數列，其極限為 ba − 即 

  baba nnn
−=−

∞→
)(lim ＝ nn

a
∞→

lim －
nn

b
∞→

lim  

c.若 c是一常數，則數列＜c na ＞也是收斂數列，其極限為 ca，即 

  ⋅==
∞→

ccacann
)(lim nn

a
∞→

lim  

d.數列＜ na b n＞也是收斂數列，其極限為 ab即 

  ==
∞→

abba nnn
)(lim （ nn

a
∞→

lim ）（
nn

b
∞→

lim ） 

e.若 b ≠ 0則數列＜
n

n

b
a
＞也是收斂數列，其極限為

b
a
即 

nn

nn

n

n

n b

a

b
a

b
a

∞→

∞→

∞→
==

lim

lim
lim  

D.設＜ na ＞與＜ nb ＞均為收斂數列，且 nn
a

∞→
lim a= ， bbnn

=
∞→

lim ，若從某ㄧ項起，a nn b≥ 都

成立，則 a b≥ ，亦即 nn
a

∞→
lim ≥

nn
b

∞→
lim  

 
六、定積分及反導函數 
 
01.定積分定義 
 
A.n等分 [ ]ba,  
B. nii ,...,3,2,1, =∀  

m i及 iM 分別為 



 −

+
−−

+
n

abia
n

abia )(
,

))(1(
上之絕對極小值及絕對極大值。 

令下和 )...( 21 nn mmm
n

abL +++⋅
−

=  
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令上和 )...( 21 nn MMM
n

abU +++⋅
−

=  

C.計算 nn
L

∞→
lim 及 nn

U
∞→

lim ，若 nn
L

∞→
lim ＝ nn

U
∞→

lim ＝S，則稱 S為 )(xf 在[ ba, ]上之定積分，以

∫
b

a
dxxf )( 表示，其中 ba, 分別稱為定積分的上限與下限。 

 
02.可積分 
 
對每個函數 )(xf ，只要[ ba, ]在它的定義域內，都可以先將[ ba, ] n等分，再進一步考慮

)(xf 的下和數列＜ nL ＞及上和數列＜ nU ＞，必須在 nn
L

∞→
lim ＝ nn

U
∞→

lim 的情況下，才把它

們的共同極限，稱為 )(xf 在[ ba, ]上的定積分，這種情形稱函數 )(xf 在[ ba, ]上可積分。 
 
03.定積分的性質 
 

A.加法： ⇒+=+ ∫∫∫
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( 分段積分 

B.數積 ∫∫ ⋅=⋅
b

a

b

a
dxxfcdxxfc )()(  

C.面積 
若 f(x)是定義在閉區間[ ]ba, 上的函數，則 

=∫
b

a
dxxf )( [y＝f(x)的圖形、x＝a、x＝b所圍成的區域中，x軸上側面積減掉 x軸下側面

積] 
D. 規定 

a. 0)( =∫
a

a
dxxf  

b. ∫∫ −=
a

b

b

a
dxxfdxxf )()(  

 
04. 反導函數 
 
A.設 f(x)與 g(x)兩函數有 g`(x)＝f(x)之關係（f(x)是 g(x)之ㄧ導函數），稱 g(x)是 f(x)之一
個反導函數或不定積分。 
B.反導函數不唯一： 
g(x)是 f(x)之反導函數，則 g(x)+c (c為任意常數)，亦為 f(x)的反導函數，所以反導函數
不唯一。 

C.f(x)的反導函數(不定積分)，通常以∫ dxxf )( 表示；若 g(x)為 f(x)的一個反導函數，則
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∫ dxxf )( =g(x)+c為常數 

 
05.微積分基本定理 
 
A.設 f(x)是定義於閉區間[a,b]上的一個函數，若在[a,b]上的每一點 c都滿足

)()(lim cfxf
cx

=
→

（函數連續）而 g(x)是 f(x)的一個反導函數，則可得： 

)()()( agbgdxxf
b

a
−=∫  

B. )()( agbg − 通常寫為
b

axg )(  

∴若 g(x)是 f(x)之一反導函數則 =∫
b

a
dxxf )( b

axg )( ＝ )()( agbg −  

 
參●結論 
 
簡單地說，微分就是求圖形斜率，積分就是求圖形面積。牛頓當年發明了一套微積分的

定義及其運算方式（雖然現今用的符號多為來布尼茲所創），而解決了許多數學上的問

題。時至今日，微積分更是被推廣運用到許多層面：有理函數、無理函數、參數函數、

三角函數到指數、對數、向量……，或者十八、九世紀數學發展的主流──微分方程如

馬爾薩斯人口方程、虎克定律、牛頓萬有引力方程等，無庸置疑的，微積分在生活中確

是扮演不容小覷的角色。 
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